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1 引言与介绍
在风险理论中，克拉默-伦德伯格（Cramer-Lun⁃
dberg）模型里的破产概率与索赔额的分布有密切关
系 .给出索赔额的分布 F(x)，如果常数 γ > 0满足①∫0+∞eγxFˉ(x)dx < +∞,
就称 γ为伦德伯格（Lundberg）指数［1］，而 γ的存在性
主要取决于下面的拉普拉斯-斯蒂尔切斯变换（La⁃
place-Stieltjes） ∫0+∞eγxdF(x)
的收敛的横坐标（abscissa）［1］.文献［2-8］分别从一般
的Laplace-Stieltjes变换理论、复分析与概率论方面
研究了上述相关问题 .本文研究Lundberg指数 γ的
上确界的下极限表示 .
以下我们只研究定义在 [ )0,+∞ 上具有无界支
撑的适正分布函数，如对适正分布函数 F简称分布，
是指 F(+∞)= 1且对任意的 x ∈ [ )0,+∞ ，F 的尾函数
Fˉ≡F(x,+∞)> 0 .对于 γ≥0，作分布 F 的拉普拉斯-
斯蒂尔切斯指数矩变换
φF(γ)= ∫0+∞eγyF(dy) ∈ [ )0,+∞ ，
记 γ̂F = sup{ }γ:φF(γ) ∈ [ )0,+∞ . （1.1）
下面是一些不同情况下的例子［9］.
例1 如果 Fˉ(x)= e-cx2(c > 0)，则
γ̂F = +∞,φF(γ̂F)= +∞ .
例2 如果对参数为 c的指数分布，
Fˉ(x)= e-cx(c > 0)，则 γ̂F = c,φF(γ̂F)= +∞ .
例3 如果 Fˉ(x)= l(x)e-cx，l(x)是正的慢变函数且
可积，则 γ̂F = c,φF(γ̂F)< +∞ .
注1 称 l(x)是慢变函数［10］，如果 l(x)是一个在
[0,∞)上的正函数，且对任意 t > 0满足下列条件：
limx→+∞ l(tx)l(x) = 1 .
2 主要结果的证明
命题1 γ̂F = liminfx→+∞ æèç
ö
ø÷-
ln Fˉ(x)
x .
注2 对于上述例 1～3可以验证命题 1中的等
式右边 liminfx→+∞ ( )-ln Fˉ(x)/x = +∞,c,c,其中对于慢变函
数 l(x) 要用到其一个性质（见文献［11］，Theo⁃
rem1.3.3）.
证明：记 α = liminfx→+∞ ( )-ln Fˉ(x)/x ，我们分 α < +∞
与 α = +∞两种情况证明 .
（1）当 α < +∞时，我们先证明 γ̂F ≤α .若对 γ≥0
有 φF(γ)< +∞ ，即 ∫0+∞eγyF(dy)< +∞ ，则对任意给定
ε > 0，存在 A > 0使当 x > A时，∫x+∞eγyF(dy)< ε . （2.1）
由（2.1）知
eγxFˉ(x)≤ ∫x+∞eγyF(dy)< ε，
对上式两边取对数可得
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γx + ln Fˉ(x)≤ ln ε，
γ - ln εx ≤- ln Fˉ(x)x . （2.2）
当 x→+∞时，对（2.2）两边取下极限可得 γ≤α，再
由满足 φF(γ)< +∞的 γ的任意性及（1.1）得 γ̂F ≤α .
另一方向，只需证明 γ̂F ≥α .使用反正法，即假
设 γ̂F < α，取 γ1使 γ̂F < γ1 < α，由（1.1）知
φF(γ1) = +∞ . （2.3）
取 ε使 γ1 < α - ε≜α1，由 α = liminfx→+∞ ( )-ln Fˉ(x)/x 及下
极 限 的 性 质 知 ，存 在 A > 0 ，当 x > A 时 有
( )-ln Fˉ(x)/x > α1，即有 Fˉ(x)< e-α1x，因此可得
φF(γ1) = ∫0+∞eγ1yF(dy)
= ∫0Aeγ1yF(dy) + ∫A+∞eγ1yF(dy)
= ∫0Aeγ1yF(dy) +∑n=0+∞ ∫A + nA + n + 1eγ1yF(dy)
≤ eγ1AF(A) +∑n=0+∞ eγ1(A + n + 1)[ ]Fˉ(A + n)- Fˉ(A + n + 1)
< eγ1AF(A) +∑n=0+∞ eγ1(A + n + 1)Fˉ(A + n)
< eγ1AF(A) +∑n=0+∞ eγ1(A + n + 1)e-α1(A + n)
= eγ1AF(A) + e-(α1- γ1)A + γ1∑n=0+∞ e-(α1- γ1)n . （2.4）
由（2.4）及 γ1 < α1 知 ，级 数∑
n = 0
+∞
e-(α1- γ1)n 收 敛 ，故
φF(γ1)< +∞ ，但这与（2.3）矛盾，故假设 γ̂F < α 不成
立，因此 γ̂F ≥α .这样就完成了证明 .
（2）当 α = +∞ 时，显然 γ̂F ≤+∞ .若 γ̂F < +∞，取
γ1使 γ̂F < γ1 < +∞，则 φF(γ1) = +∞ .由
liminfx→+∞ ( )-ln Fˉ(x)/x = +∞
知，存在 A > 0，当 x > A时有
( )-ln Fˉ(x)/x > γ1 + ε≜α1，
这里 ε > 0，于是 Fˉ(x)< e-α1x，类似于（2.4）前后的证明
可得 γ̂F < +∞不成立，故 γ̂F = +∞，即 γ̂F =α .
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Abstract: We give and show that representation of the inferior limit as the supremum of Lundberg exponent.
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